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Общие методы определения перемещений
[image: image1.wmf]Работа постоянных сил:  А=Р((Р,  Р – обобщенная сила – любая нагрузка (сосредоточенная сила, сосредоточенный момент, распределенная нагрузка), (Р – обобщенное перемещение (прогиб, угол поворота). Обозначение (mn означает перемещение по направлению обобщенной силы "m" , которое вызвано действием силы обобщенной "n". Полное перемещение, вызванное несколькими силовыми факторами: (Р=(РP+(РQ+(РM. Перемещения вызванные единичной силой или единичным моментом: ( – удельное перемещение. Если единичная сила Р=1 вызвала перемещение (Р, то полное перемещение вызванное силой Р, будет: (Р=Р((Р. Если силовые факторы, действующие на систему, обозначить Х1,Х2,Х3 и т.д., то перемещение по направлению каждого из них:

где Х1(11=+(11; Х2(12=+(12; Хi(mi=+(mi. Размерность удельных перемещений: 
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf]]
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Работа внешних сил, дейст-щих на упругую систему: 
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 – действительная работа при статическом действии обобщенной силы на упругую систему равна половине произведения окончательного значения силы на окончательное значение соответствующего перемещения. Работа внутренних сил (сил упругости) в случае плоского изгиба: 
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k – коэффициент, учитывающий неравномерность распределения касательных напряжений по площади поперечного сечения, зависит от формы сечения.

На основании закона сохранения энергии: потенциальная энергия U=A.

Теорема о взаимности работ (теорема Бетли). Два состояния упругой ситемы:
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11– перемещение по направл. силы Р1 от действия силы Р1;

(12– перемещение по направл. силы Р1 от действия силы Р2;

(21– перемещение по направл. силы Р2 от действия силы Р1;

(22– перемещение по направл. силы Р2 от действия силы Р2.

А12=Р1((12 – работа силы Р1 первого состояния на перемещении по ее направлению, вызванном силой Р2 второго состояния. Аналогично: А21=Р2((21 – работа силы Р2 второго состояния на перемещении по ее направлению, вызванном силой Р1 первого состояния. А12=А21. Такой же результат получается при любом числе сил и моментов. Теорема о взаимности работ:  Р1((12=Р2((21.

Работа сил первого состояния на перемещениях по их направлениям, вызванных силами второго состояния, равна работе сил второго состояния на перемещениях по их направлениям, вызванных силами первого состояния.

Теорема о взаимности перемещений (теорема Максвелла) Если Р1=1 и Р2=1, то Р1(12=Р2(21, т.е. (12=(21, в общем случае (mn=(nm.

Для двух единичных состояний упругой системы перемещение по направлению первой единичной силы, вызванное второй единичной силой, равно перемещению по направлению второй единичной силы, вызванному первой силой.
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Универсальный метод определения перемещений (линейных и углов поворота) – метод Мора. К системе прикладывают единичную обобщенную силу в точке, для которой ищется обобщенное перемещение. Если определяется прогиб, то единичная сила представляет собой безразмерную сосредоточенную силу, если определяется угол поворота, то – безразмерный единичный момент.  В случае пространственной системы действуют шесть компонентов внутренних усилий. Обобщенное перемещение определяется формулой (формула или интеграл Мора): 

Черта над М, Q и N указывает на то, что эти внутренние усилия вызваны действием единичной силы. Для вычисления входящих в формулу интегралов надо перемножить эпюры соответствующих усилий. Порядок определения перемещения: 1) для заданной (действительной или грузовой) системы находят выражения Mn, Nn и Qn; 2) по направлению искомого перемещения прикладывают соответствующую ему единичную силу (силу или момент); 3) определяют усилия 
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 от действия единичной силы; 4) найденные выражения подставляют в интеграл Мора и интегрируют по заданным участкам. Если полученное (mn>0, то перемещение совпадает с выбранным направлением единичной силы, если <0, то противоположно. Для плоской конструкции:


[image: image7.wmf]]

GF

ds

Q

Q

k

EF

ds

N

N

EJ

ds

M

M

[

L

0

p

i

L

0

p

i

L

0

p

i

mn

ò

ò

å

ò

+

+

=

D

. Обычно при определении перемещений пренебрегают влиянием продольных деформаций и сдвигом, которые вызываются продольной N и поперечной Q силами, учитываются только перемещения, вызываемые изгибом. Для плоской системы будет: 
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Вычисление интеграла Мора способом Верещагина. Интеграл 
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 для случая, когда эпюра от заданной нагрузки имеет произвольное очертание, а от единичной – прямолинейное удобно определять графо-аналитическим способом, предложенным Верещагиным. 
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, где ( – площадь эпюры Мр от внешней нагрузки, yc– ордината эпюры от единичной нагрузки под центром тяжести эпюры Мр. Результат перемножения эпюр равен произведению площади одной из эпюр на ординату другой эпюры, взятой под центром тяжести площади первой эпюры. Ордината должна быть обязательно взята из прямолинейной эпюры. Если обе эпюры прямолинейны, то ординату можно взять из любой.
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Перемещение: 
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. Вычисление по этой формуле производится по участкам, на каждом из которых прямолинейная эпюра должна быть без переломов. Сложную эпюру Мр разбивают на простые геометрические фигуры, для которых легче определить координаты центров тяжести. При перемножении двух эпюр, имеющих вид трапеций, удобно использовать формулу: 
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. Эта же формула годится и для треугольных эпюр, если подставить соответствующую ординату = 0.
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При действии равномерно распределенной нагрузки на шарнирно опертую балку эпюра строится в виде выпуклой квадратичной параболы, площадь которой 
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,   хС=L/2).
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Для  "глухой" заделки при равномерно распределенной нагрузке имеем вогнутую квадратичную параболу, для которой 
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,  хС=3L/4. Тоже можно получить, если эпюру представить разностью площади треугольника и площади выпуклой квадратичной параболы: 
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. "Отсутствующая" площадь считается отрицательной.

Теорема Кастильяно. 
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 – перемещение точки приложения обобщенной силы по направлению ее действия равно частной производной от потенциальной энергии по этой силе. Пренебрегая влиянием на перемещение осевых и поперечных сил, имеем потенциальную энергию: 
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